Controle Des Systemes Non-déterministes

Rapport de DEA 2004

JEAN-BAPTISTE RACLET encadré par SOPHIE PINCHINAT
IRISA, Projet S4






Table des matieéeres

1 Introduction

2 Les systéemes a controler

2.1 LeS ProcessUS . .« v v v v v e e e e e e e e e

2.2 Les systemes non-déterministes . . . . . . . .. .. ... L.

2.3 Codage des systemes non-déterministes en processus . . . . . . . . ...
2.3.1 Transformation 77 : sauvegarde du passé immédiat . . . . . . ..
2.3.2 Transformation 75 - : introduction d’événements internes
2.3.3 Composition des transformations 7y et 7o« . . . . . . . . . ...
2.3.4 Bilan de complexité . . . .. ... o

3 Spécifications logiques des probléemes de controle

3.1 Lalogique du Mu-calcul quantifié . . . . . . .. ... ... ... .....
3.1.1 Le Mu-calcul . . .. ... ... ...
3.1.2 Syntaxe du Mu-calcul quantifié . . . . ... .. ... ... ....
3.1.3  Sémantique du Mu-calcul quantifié . . . . . . ... ... ... ..
3.1.4  Observation partielle: ajout de O et Loop Mu-calcul quantifié . .

3.2 Trad. d’un probleme de controle d’un systeme non-déterministe . . . . .
3.2.1 Politique du “tout ou rien” . . . . ... ..o

3.2.2 Conditions supplémentaires dues au codage des systeémes non-
déterministes . . . . ...

3.2.3 Traduction des énoncés logiques des problemes de controle . . . .
3.2.4 Décidabilité d’un probleme de controle d’un sys. non-déterministe
3.2.5 Récapitulatif: la démarche a suivre . . . . . . . . ... ... ...

4 Autre approche: utilisation des événements indistinguables
4.1 Codage des systemes non-déterministe en processus . . . . . . . . . . ..
4.2 Traduction des énoncés logiques des problemes de controle . . . . . . . .

5 Conclusion

Bibliographie

co OO ot G

10

15

17
18
18
19
20

21
21

22

30
30

31
31
32

37

40






Remerciements

Je tiens d’abord a remercier mon encadrante de stage, Sophie Pinchinat, pour son
investissement, sa gentillesse, et surtout ses conseils méthodologiques.

Je remercie également Stéphane Riedweg pour m’avoir prété ses transparents de
soutenance de these et avoir effectué une relecture de ce mémoire.

Je remercie toute I’équipe S4 pour son accueil.

Enfin je remercie Céline, Camille, Maélle, Jean-Francois, Jildaz et Serge pour les
cafés salvateurs offerts a la cafet et les moments agréables passés a Rennes gréace a eux.






Chapitre 1

Introduction

Les systemes réactifs désignent ’ensemble des programmes qui ont pour objectif
de maintenir une interaction permanente avec leur environnement en réagissant spon-
tanément a des événements physiques extérieurs. La notion de comportement joue donc
un role central pour leur conception et leur analyse. Ce type de programme est présent
dans un large domaine d’applications comme par exemple, les systemes d’exploitation,
les protocoles de communication ou encore les logiciels embarqués pour le transport
(avion, train, voiture, navette, ..). Les systemes réactifs sont souvent des systémes cri-
tiques au sens ou I'occurrence d’erreurs au cours de leur fonctionnement peut avoir des
conséquences graves du point de vue économique ou de la sécurité des personnes. Leur
correction est primordiale. Les probléemes de controle s’inscrivent dans cette optique en
visant a empécher les comportements fautifs d’un systeme.

De maniere plus précise, un probleme de controle possede deux parametres: d’une
part, le systéeme a controler et d’autre part, une propriété attendue sur le comportement
de ce systeme. La question est alors de savoir s’il existe une politique de controle pour
ce systeme, par exemple en le composant avec un autre systeme appelé le controleur,
de sorte que la propriété comportementale soit vérifiée. Le cas échéant, on souhaite
synthétiser cette solution.

Les premiers travaux ayant attrait a cette classe de probleme sont diis a Ramadge et
Wonham (cf. [RW8T7a|, [RW8T7b] et [RW89]) qui ont développé une théorie du controle
basée sur la théorie des langages formels. Ils ont de plus défini un ensemble de problemes
de controle parmi lesquels on peut citer :

— le respect des événements incontrolables : ce probleme de controle consiste a dire
que, parmi l’ensemble des événements possibles du systeme, certains sont in-
controlables, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de moyen de les empécher. Par exemple,
on ne peut pas interdire a un utilisateur d’accéder a un fichier d’un systeme d’ex-
ploitation s’il possede les droits d’acces adéquats sur celui-ci.

— le probleme de 'observation partielle : un sous-ensemble des événements du sys-
teme forme l’ensemble des événements inobservables pour lesquels le controleur



Introduction

ignore si ces événements ont lieu ainsi que leur fréquence.

— le controle décentralisé : le but est de synthétiser plusieurs sous-controleurs et non
un seul afin de répartir la charge de controle parmi ces sous-controleurs.

Ramadge et Wonham énoncent, pour chacun de ces problemes, une condition nécessaire
et suffisante pour 'existence d’un controleur. De plus, lorsqu’il n’existe pas de controleur
pour un probléme donné, ils fournissent un algorithme pour calculer le langage con-
trolable maximal. Ces travaux ont été étendus par Thistle et Wonham afin de pouvoir
traiter l’aspect infinitaire du comportement des systémes a controler (cf. [TW94a] et
[TWO94b)).

Une autre approche pour traiter les problemes de contrdle utilise les logiques tem-
porelles. Elle a été initiée dans [KMTVO00] ou figurent des bornes de complexité pour
des objectifs de controle formulés en logique CT'L et CTL*.

Dans [AVWO03], la logique du Mu-calcul est étendue par I’ajout de formules ato-
miques indiquant que, par un événement, on puisse boucler sur un état du systeme.
Cette nouvelle logique appelée Loop Mu-calcul est particulierement adaptée aux pro-
blemes de controle sous observation partielle.

Enfin dans [Rie03] et [RP03a], la logique du Mu-calcul quantifié définie, qui est aussi
une extension du Mu-calcul, permet notamment d’exprimer des criteres d’optimalité sur
les controleurs.

Des algorithmes de synthese de controleurs existent pour ces logiques. Ils reposent
sur la manipulation d’automates d’arbres équivalents aux énoncés logiques correspon-
dant aux propriétés comportementales souhaitées et sur la théorie des jeux de parité
associés au systeme a controler et a 'automate d’arbre précédent.

Il faut cependant noter que ces résultats sont énoncés sous I’hypothese implicite que
les systemes sont déterministes au sens de la théorie des langages. Or cette hypothese
n’est pas réaliste. Par exemple, [Mil89] indique que les systémes concurrents sont par
nature non-déterministes : ils peuvent présenter plusieurs comportements différents en
raison des vitesses variables de ses composantes. De méme, 1’étape d’abstraction d’un
systéme par fusion d’états (obtenu, par exemple, par oubli d’une variable) peut conduire
a des systemes qui ne seront pas déterministes. Il existe de nombreux autres exemples.

Dans [Tho97] est introduit un codage des non-déterministes dans les arbres utilisant
une nouvelle action 7 :

N — A

FiG. 1.1 — Codage du non-déterminisme dans un arbre.



L’objectif de ce rapport est d’adapter ce codage dans les arbres aux systémes non-
déterministes et de s’appuyer sur les derniéres avancées effectuées en terme d’expressi-
vité des logiques afin de réduire un probléme de controle d’un systeme non-déterministe
en un probleme de controle d’un systeme déterministe.

Dans un premier temps, nous définirons les systémes a controler et nous propose-
rons un codage d’un systéme non-déterministe en une structure déterministe appelée
processus (cf. section 2). Ensuite, nous présenterons différentes logiques temporelles
permettant d’énoncer des problemes de controle et nous proposerons une transforma-
tion de ces derniers afin qu’ils correspondent aux structures déterministes codées (cf.
section 3). Cette partie s’achévera par un théoreme énongant des cas ou les problemes de
controle d’un systeme non-déterministe sont décidables. Enfin, nous examinerons une
alternative pour aborder cette réduction (cf. section 4) utilisant un autre codage des
systemes non-déterministes en processus ainsi qu’'une extension des logiques temporelles
permettant d’indiquer que deux événements sont indistinguables pour un controleur
(ie. le contrdleur doit se comporter de la méme fagon pour ces deux événements, cf.
[ABWO03]).






Chapitre 2

Les systemes a controler

La théorie des problemes de controle a été développée autour des processus qui
correspondent a des machines a états-transitions déterministes. Un état du systeme
réactif modélisé est représenté par un état du processus auquel on assigne un ensemble
de propositions atomiques qui codent les propriétés vraies lorsque le systeme est dans cet
état. Une transition dans le processus correspond a un changement d “état du systeme
suite a I’événement noté par 'étiquette de la transition. Examinons de maniere plus
formelle cette notion de processus:

2.1 Les processus

On pose ¥ = {a,b, ...} un ensemble fini d’événements, AP = {p,q, ...} un ensemble
fini de propositions atomiques et Var = {X,Y, ...} un ensemble infini de variables. La
définition d’un processus est la suivante :

Définition 1 (Processus)
Un processus sur I est un tuple S =< T, S,s°,t,L > avec:

— I' € AP un ensemble fini de propositions atomiques ;

— S un ensemble d’états ;

— s € S I'état initial ;

—t:58 %X — § la fonction partielle de transition du processus ;

— L:S — P(T') associe a chaque état s € S du processus un ensemble L(s) C T de
propositions atomiques.

De plus, on dira qu’'un processus S est fini si S est fini et qu’il est complet si pour
tout couple (0,s) € ¥ x S, t(s,0) est défini.

Les processus sont combinés par produit synchrone. Par exemple, on obtient le
systeme controlé par le produit synchrone du systeme et de son contréleur :

Définition 2 (Produit synchrone)
Soient deux processus &1 =< Fl,Sl,s?,tl,Ll > et Sy =< Fg,Sg,sg,tQ,Lg > tels
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Les systémes a controler

que I'1 et I's soient disjoints, leur produit synchrone est le processus suivant noté
S1 X 8 =<T,81 x S,(s,89),t,L > avec T =T'; UT tel que:

— t((s1,82),0) = (8], 85) siti(s1,0) = s} et si ta(se,0) = s,

- L(Sl, 82) = L1($1) U LQ(SQ).

Définissons maintenant la notion centrale dans notre étude: les systémes non-
déterministes.

2.2 Les systemes non-déterministes

Définition 3 (Systéme non-déterministe)

Un systéme non-déterministe sur I' est un tuple S =< I',S,s°,t,L > similaire & un
processus mais dont les transitions sont modélisées non plus par une fonction mais par
une relation t C .S x X x S.

Par commodité, on notera t(s, a) 'ensemble suivant des états du processus:

{s €S:(s,a,¢) et}

La théorie du controéle a été développée autour des processus qui sont, par définition,
déterministes. Nous proposons un codage des systemes non-déterministes en processus
afin de pouvoir réduire un probléme de controle d’un systéme non-déterministe en un
probleme de controle d’un processus que 'on saura donc traiter :

2.3 Codage des systemes non-déterministes en processus

Dans un premier temps, il faut remarquer que l'on ne peut pas effectuer une
déterminisation comme celle que 'on fait habituellement sur les automates de mots.
En effet, considérons l'exemple suivant composé a gauche d’une modélisation non-
déterministe d’une machine a café et a droite de sa version déterministe :

thé argent | café

Fia. 2.1 — Modélisation d’une machine a café.

Apres avoir mis de I’argent dans la machine, on peut, pour la machine de gauche,
soit prendre du café soit prendre du thé alors qu’a droite c’est la machine qui choisit
entre le thé et le café. Ces systemes ne se comportent donc pas de la méme facon. Pour

6



2.3. Codage des systemes non-déterministes en processus

déterminer ’équivalence de systemes dans le cadre des problemes de controle, il faut
considérer ’équivalence comportementale appelée bisimulation :

Définition 4 (Bisimulation)

Soient S; =< T, S1,sY,t1,L1 > et So =< T, 9,59, t9, Ly > deux systémes. Une relation
binaire R est une bisimulation sur 81 et Sy si elle est totale et si pour tout s € S1 et
pour tout sa € So, R(s1,s2) implique:

= Li(s1) = La(s2) ;

— pour toute transition sy € t(s1,a), il existe s, € Sy tel que s € t(s2,a) et
R(s1,85) ;

— réciproquement : s € t(sq,a), il existe s} € Sy tel que s} € t(s1,a) et R(s], sh).

Une bisimulation entre Sy et Sy, notée R : S1 € Ss, est une bisimulation sur S; et Sy
qui relie les états initiaux.

On note 81 & Sy s'il existe une bisimulation entre 81 et Ss.

Par exemple, les deux systémes modélisant une machine a café dans la figure 2.1 ne
sont pas bisimilaires.

Le codage que nous proposons repose sur le codage des non-déterministes dans les
arbres défini dans [Tho97| et représenté dans la figure 2.2 ci-dessous :

Cs1) (1)
SR CIINCY GO
Fia. 2.2 — Codage du non-déterminisme dans un arbre.

Lorsqu’on a un non-déterminisme en a, on conserve une a-transition et on parcourt
I’ensemble des autres a-successeurs grace a une nouvelle action 7.

Ce principe s’applique aux arbres mais ne peut pas étre directement généralisé aux
systemes non-déterministes comme le montre I'exemple de la figure 2.3 ou un cas de

7
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non-déterminisme en 7 est généré.

F1G. 2.3 — Exemple ou le codage de [Tho97] génére un cas de non-déterminisme.

La démarche intuitive que nous proposons est la suivante : étant donné un processus
S non-déterministe, effectuer son dépliage en arbre T's o (avec < un ordre total sur
les sommets de l'arbre). Ajouter les 7-transitions pour obtenir l’arbre 7. S < et replier
“convenablement” cet arbre pour obtenir un processus &7 déterministe.

Nous proposons un codage utilisant deux transformations 77 et 75 o tel que le
processus 87 produit & partir de S soit déterministe et bisimilaire a T§7 -

2.3.1 Transformation 7;: sauvegarde du passé immédiat

La transformation 77 consiste a stocker dans les états du systeme le passé immédiat.
Ceci correspond a effectuer un dépliage sur un niveau du processus considéré.

De maniere plus précise, étant donné un processus S, on sauvegarde, dans chaque
état s, Iétat source s et ’'événement a de la transition qui mene de s & s’ dans S. On
adapte ensuite la fonction de transition a ce nouvel ensemble d’états :

Définition 5 (Transformation 77)

Soit un systéme non-déterministe S =< I', S, s°,t, L >, on construit par 7; le systéme
S=<T,8,50%,L > de la facon suivante :

- S={s"}u {s(s0) 15 €tls,a)};

G,

— si s’ € t(s,b) alors 5’(8 b € t~(s(,ﬂ7a), b) VreS,VaeX tels que sg.q) €5

8(_7_

dans S : dans S :

) O
S
~—

5(s,b)

)

; s o — g0 / 700 p) -
si de plus s = s9 alors S ) € t(s9,b) ;

8



2.3. Codage des systemes non-déterministes en processus

~ L(s9) = L(s°) et
L(s’(&a)) =L(s) .

L’alphabet des événements possibles pour S est identique a celui de S.

Remarque : pour chaque transition de S de la forme:

/ /
"(r,a) > S(s,b)

on peut déduire, par construction de ¢, que s =’ d’une part et que o = b d’autre
part.

Ezemple : on suppose que ’ensemble de propositions atomiques assigné a chaque
état du systeme S ci-dessous est ’ensemble vide.

Systeme S Systeme 77 (S)

En considérant la relation binaire R suivante (qui relie les états initiaux de S et

7i(S)):

on remarque que, sur cet exemple, les systemes S et 77(S) sont bisimilaires. Ce
résultat se généralise a I’ensemble des systemes :

Propriété 1
Le systéme non-déterministe S et le systéme non-déterministe S obtenu par la trans-
formation 77 sont bisimilaires.
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Démonstration B
Soit la relation binaire R C S x S suivante:

R(s’, SNO)
R(s', 80, ) Vs €8, VaeX tels que 554y € S.

77 (s,0)

Vérifions que cette relation définit bien une relation de bisimilarité entre S et
Ti(8) =S
_ §upposons que r’ € t(s',b) et que R(s, 5’(8@)), par définition de t, on a: TES,’b) IS
t({, )»b) et on a bien R(r',r(, ) par définition de R.

— Supposons que TES/J}) € t(s’( ),b) et que R(Slasl(s,a))’ par définition de TES,J}), on

s,a
a:r’ €t(s',b) et on a bien R(T/’TES/,Z))) par définition de R.
Le cas de D'état initial R(s?,s0) est similaire et z(s’(sva)) = L(s') est vrai par
définition de 7;.

¢

Complexité : Dans chaque sommet de S = 71(S), on sauvegarde l'état source et
I’évenement étiquette de la transition, la taille du systéme non-déterministe .S obtenu
est donc quadratique par rapport a la taille du systeme non-déterministe initial S:

[S1=0(18] x |8] x ).

2.3.2 Transformation 7 . : introduction d’événements internes

Le principe de la transformation 73 « est schématisé dans la figure 2.2 présentée
précédemment. On ajoute dans le systéme une action interne 7 et on munit chaque
processus d’'un ordre total < sur I'ensemble de ses états. On note par Succ(s,a) I'en-
semble des successeurs du sommet s par I’événement a, ordonné par <:

Suce(s,a) := {t(s,a), <}

On écrit s1 <; so lorsque s; et sy appartiennent a Suce(s,a), que s1 < sy et qu'il

n’existe pas de s3 € Succ(s,a) tel s1 < s3 < s9.

Définition 6
Etant donné le systéme S =< T, S,s% ¢, L >, par la transformation T - on construit
ainsi la fonction de transition t7 du systéme ST =< T,8,s°,¢7, L >:
— si |Suce(s,a)| <1 alors t7(s,a) = t(s,a) ;
— sinon, soit Succ(s,a) = {s1, S2,...,Sp} avec s1 <; 89 <j ... <; Sp :
t7(s,a) = s avec s; = min(Succ(s,a)) et
t7(si,T) = Sit1, Vi< |Succ(s,a)]
L’ensemble des événements possibles de ST est ¥7 = X U {7}.

Remarque : il faut noter qu’il existe une 7-transition entre s; et so si et seulement
si s1 <; S92.

10



2.3. Codage des systemes non-déterministes en processus

Par la suite, on dira que s1, 9, ..., s, appartiennent a la méme chaine de T (celle
issue de l'état s et de 1’événement a) s’il existe un couple (s,a) tel que Succ(s,a) =

{51,592, ..., $p }.

Exemple : Soit le systéeme S ci-dessous, muni de l'ordre total sur ses états suivant :
H<2<3<4<l.
On a deux cas de non-déterminisme & résoudre :
— Suce(2,a) = {3,4,5} avec, d’apres lordre total <: 5 <; 3 <; 4;
— Suce(3,a) = {3,4,5} avec, d’apres lordre total <: 5 <; 3 <; 4.

Par définition de 73 « on obtient le systeme S7 ci-dessous :

Systeme S Systeme &7

2.3.3 Composition des transformations 7; et 7, -

Dans cette section, nous allons prouver qu’en composant les transformations 77 et
T3,<, on obtient, a partir d’un systeme non-déterministe, un processus.

Notations : par la suite, on notera par cod< la transformation (72 < o 77) et 87 le
processus correspondant au systéeme non-déterministe S. Ainsi:

c0d<(8) = (T 0 T1)(S) = To,<(Ti(S)) = S

Propriété 2
Soit S un systéme non-déterministe, cod(S) est déterministe (ie. est un processus).

Démonstration
On pose:

- S=<T,8,s"tL>
- g:ﬂ(S) =< Fagaso)ai >
~ 8T =T (8) =<T,8,s0, 4", L >

11



Les systémes a controler

Supposons que 8™ ne soit pas déterministe. Deux cas de figures peuvent se présenter :

ler cas: On est dans la situation suivante :

—sioc#T:
Nécessairement, t(TEr,a)’ 0) = 85, ) ©F t(TEr,a)’ 0) = Sh(sy) CAL O F# T.
Par construction de t™, on a:
s ) = min(Succ(rEm),b)) et
Sh(snc) = min(Suco(rE
car o # 1. D’ou: 5’1(8171)) = 5’2(5270).
—sio=7T:
Supposons que 3/2(32,c)7 Tzr,a) et 3’1(8171)) fassent partie de la méme chaine de T.
Alors il existe un état source qzq 0 tel que:

{52(02.0) "0 S1(e10)} € Succlgf ), d)-
Mais compte tenu de ’existence des T-transitions, on a alors:

/ ol / Yy
T(ra) <i S1(s1,b) € T(ra) <i 52(s1,0)
Les T-transitions sont donc issues de deux chalnes de T distinctes.

Le systeme S est donc de la forme:

d d

Par construction de t, on a d’une part r = ¢y = s1 et b=d = a et d’autre part,
r=qgh=3s9 eta=e=c.
Le systeme S est donc de la forme:




2.3. Codage des systemes non-déterministes en processus

On peut donc en déduire, d’apres les informations sur le passé immédiat contenues
dans les états, que le systéme S est de la forme:

Mais alors, dans S, on devrait avoir :

/ _ / / /
Succ(di(q, ) = {51(¢1,0) T(a) 007 52(a}.0))
) Y . / / / . A A N
c’est a dire, S$1(¢t.a) T(q) ) et 59(¢! ) appartiennent a la méme chaine de 7. Contra-
diction !
Ce cas de figure est donc impossible.

2nd cas: on est dans la situation suivante :

/
o "(r,a)

g

A

(3(s)

—Ssioc#T:
Par construction det™, on a nécessairement ftv(r’m),a) = Tér,a) et t~(rém), o) = Sl(s,b)
car o # T.
Et, de plus:
TEM) = min(Succ(rzm), a)) et
Szm) = mm(Succ(rEr’a),a))

- — o
On a donc: Tira) = S(ra)"
—-sioc=7:
Ce cas de figure est impossible, car par définition de t" on ne crée pas de boucle

de T: tT(rEm),T) = TEM) équivaut a TEM) < TEM) ce qui est impossible.

%

Soient § un systeme non-déterministe, T's le dépliage en arbre de ce systeme et TG _
I’arbre correspondant a I'application de la transformation décrite dans la figure 2.2 sur

13



Les systémes a controler

I’arbre T, alors on démontre la correction de la construction cod. grace a la propriété
3 suivante:

Propriété 3 (Correction de cod.)
Soit un systéme S non-déterministe, le processus cod(S) est bisimilaire a ’arbre T3 .

Démonstration
Les états de T§ _ sont les mots v de (SU{7})" correspondant aux traces des exécutions
successives du systéme S.

Par la fonction stateseq on associe la séquence d’états de S* correspondant aux états
successifs visités lors de I'exécution d’un v € (¥ U {7})*. En cas de non-déterminisme,
on peut désigner 1'état suivant grace au nombre de T contenu dans v et a l'ordre total
sur les sommets. La fonction stateseq est définie de maniére récursive de la maniére
suivante :

stateseq(e) = s°.

stateseq(vat?) = stateseq(v).s; avecv € (S U{7})* et s; I'élément
d’ordre i dans Succ(last(stateseq(v),a)).

La fonction last : S* — S retourne le dernier état de la séquence d’états en entrée.
Nous proposons la relation de bisimilarité suivante entre les états de Tg _ et ceux de
ST ’

R C(SU{rH* x ((Sx £ x §)U{s0})

R (e, .;6)

R(u, 3’(87@) avec s' = last(stateseq(u)).

Vérifions que R définit bien une relation de bisimilarité (on considére uniquement

le cas ou u # €) : supposons que R(u, st,a)) avec s’ = last(stateseq(u)). Deux cas sont
a étudier:

— I’événement suivant est un a € X :
Par définition de stateseq, on a:

stateseq(ua) = stateseq(u).s(

avec s( 1'élément d’ordre 0 dans Succ(last(stateseq(u)),a) c’est a dire dans l'en-
semble Succ(s', a).

De plus:

?(szs’a),a) = (g avec s| = t(s';a) dans S c’est a dire s| d’ordre 0 dans
Suce(s',a).

PP " no__
D’ou, R(ua, 5(5/,a)) avec s" = s; = sf.
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2.3. Codage des systemes non-déterministes en processus

— I’événement suivant est un 7:
Nécessairement par définition du codage, u est de la forme var® :
stateseq(ut) = stateseq(vatt.T)
= stateseq(v).sy,
avec s, I'élément d’ordre i + 1 dans Succ(last(stateseq(v)), a).
De plus:
?(5’(8@),7') = 5" (5,a) avec Sl(s,a) < sz’s’a).
Or par hypothése, s’ est égal a last(stateseq(vat')) et est donc d’ordre i dans
Succ(last(stateseq(v)),a) (que I'on peut aussi noter Succ(s,a) d’aprées le passé
immeédiat stocké dans s’sﬂ)) donc s" est d’ordre i+ 1 dans Succ(s,a) c’est a dire
dans Succ(last(stateseq(v)),a).

Dot s = 5" et R(ur, s?’s a)) avec s" = last(stateseq(ur)).

2.3.4 Bilan de complexité

Pour évaluer la complexité de cod., examinons chaque étape de cette construction :

— Transformation T; : comme indiqué précédemment, on a |S| = O(|S| x |S| x |Z]) ;

— Transformation T < : seule la fonction de transition du systeme de départ est
modifiée; on ajoute au plus autant d’arcs que ’on en supprime.

La construction cod. permettant de construire un processus a partir d’un systeme
non-déterministe est donc quadratique en la taille du systéme non-déterministe initial.
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Chapitre 3

Spécifications logiques des
problemes de controle

[Rie03], [RP03b] et [RP03a] proposent une approche pour traiter les problemes de
controle qui est intuitivement la suivante: de maniere simple, controler un systeme
c’est interdire a certains événements d’avoir lieu ou encore, si on regarde le systeme a
controler comme une machine a états-transitions, c’est interdire certaines transitions.
Une fagon d’indiquer qu'une transition d’un processus est autorisée ou pas est d’inclure
une proposition atomique z, dans L(s) si la transition de I’état s vers 1'état t(s,a) est
autorisée.

Maintenant, si on prend un ensemble X = {z,,xy,...} de propositions atomiques
avec une proposition atomique pour chaque événement possible de ¥ = {a,b,...}, un
probleme de controle se rameéne a un probleme d’étiquetage du systéme a controler.
Plus concréetement, on va chercher a synthétiser un processus £ qui va, par produit
synchrone, étiqueter le processus S a controler de telle fagon que ’ensemble X indiquera
les transitions autorisées pour le processus étiqueté S x &.

Cette approche se concrétise dans une logique appelée Mu-calcul quantifié. Cette
logique est une extension du Mu-calcul comprenant un opérateur de quantification aux
propositions atomiques du Mu-calcul. Soit S le systéme a controler et ¢ un objectif de
controle exprimé en Mu-calcul quantifié, un probleme de controle est alors décrit par
une équation de la forme: S = 3X.¢ dont la solution est un processus étiquetant £ sur
X tel que le systeme étiqueté S x € satisfasse la formule ¢. Un probléeme de controle (ou
d’étiquetage) se ramene donc & un probleme de model-checking d’une formule de Mu-
calcul quantifié. Dans [Rie03], le model-checking de cette logique est montré décidable
et un algorithme de synthése du processus étiquetant £ a partir de S et de ¢ est fourni.

Cette logique est tres expressive, elle permet, par exemple, de traiter les clas-
siques problemes de controle avec respect des événements incontrolables ou de controle
décentralisé mais aussi d’exprimer des criteres d’optimalité d’un controleur (cf. [Rie03]).
Nous allons utiliser cette logique afin de réduire un énoncé de probleme de contréle d’un
systeme non-déterministe en un probleme de controle d’un processus correspond a un
codage du systéeme non-déterministe.
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Spécifications logiques des probléemes de controle

3.1 La logique du Mu-calcul quantifié

Avant d’étudier le Mu-calcul quantifié, présentons brievement le Mu-calcul. On
pose AP = {p,q,...} un ensemble fini de propositions atomiques et Var = {X,Y,...}
un ensemble infini de variables.

3.1.1 Le Mu-calcul

La logique du Mu-calcul a été introduite par [Koz83]. Sa syntaxe est la suivante :

Syntaxe du Mu-calcul

Définition 7 (Syntaxe du Mu-calcul)
L’ensemble des formules du Mu-calcul sur I' C AP, noté L, (I") est défini par la gram-
maire :

Tlp| X [(a)Br| =B | BV B2 | uX.Bi(X)
avec B, fo € L,(I"),peT,aec X et X € Var.
Pour assurer I'existence de points fixes, on requiert que la variable X soit sous la
portée d’un nombre pair de symboles de négations — dans (31(X).
On appelle formule une formule de Mu-calcul sans variable libre.

On facilite I’écriture de formule de Mu-calcul par I'utilisation de notations réperto-
riées dans le tableau ci dessous:

Notation Equivalent en Mu-calcul
L =T
[a] 51 —(a) (261)
B1 A B2 (=61 V =)
B = B BV B
— {a) T
nadl [a] L
VX Bi(X) X B (-X)
AG(Sy) vX.\ esla] X A By

Fia. 3.1 — Macros pour les formules de Mu-calcul

La notation AG(f3) est empreintée a la logique temporelle CTL et signifie: “3 est
toujours vraie” ou “f est un invariant”.

Sémantique du Mu-calcul sur des systémes non-déterministes

La sémantique d’une formule de Mu-calcul sur un systeme non-déterministe désigne
le sous-ensemble des états de ce systeme qui satisfont la formule.
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3.1. La logique du Mu-calcul quantifié

Soit val : Var — P(95), la fonction qui instancie les variables libres d’une formule
de Mu-calcul, la sémantique du Mu-calcul est inductivement la suivante :

Définition 8 (Sem[anthue du Mu-calcul)
U

L’interprétation [o ]]Sa] d’une formule oo de Mu-calcul est donnée de maniére inductive,
par rapport & un systéme non-déterministe S =< I',S,s",t, L > et une fonction de
valuation val : Var — P(S) :

[[T]] [val] —g

[PI5 = {s € 5 | pe L(s)}

(X7 = val(X)

[[ Oé]] [val] S\ [[ ]] [val]

181 v 805 = [y ]L;’“” U [Bo]

[{a >5]][”“l {s€S|3s: s €t(s,a) et s € [B]L}
(X B(X)]e = n{v 5| 815" cvy

avec val(V/X) : Var — P(S) la valuation définie par :

val(V/X)(Y) = { ?/al(Y) Z:nin#. *

On dit que le systéme S satisfait la formule « si I'état initial s de S appartient &
[a]s et on note S = . S est alors appelé un “modele” de a.

Maintenant, nous allons étudier le Mu-calcul quantifié qui généralise le Mu-calcul
par des quantifications JA sur un ensemble A de propositions atomiques des formules
du Mu-calcul :

3.1.2 Syntaxe du Mu-calcul quantifié

Définition 9 (Syntaxe du Mu-calcul quantifié)
L’ensemble des formules du Mu-calcul quantifié sur I' C AP, noté QL,(I") est défini
par la grammaire :

JA.« ‘ Q) ‘ a1V as ‘ 1]

avec A C AP disjoint de I', o est une formule de QL,(I' U A), oy et ap formules de
QL,(T) et 8 est une formule du Mu-calcul sur I".

On écrit VA.a la formule =(3A.—a). De méme, on écrira abusivement Jz.av pour la
formule I{z}.a.

Remarque : La syntaxe du Mu-calcul quantifié ne permet pas de quantifications a
I'intérieur des points fixes des formules de Mu-calcul. En général, les opérateurs de
points fixes et les quantifications ne commutent pas.
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Spécifications logiques des probléemes de controle

3.1.3 Sémantique du Mu-calcul quantifié

Jusqu’a présent, dans I’ensemble des travaux relatifs au Mu-calcul quantifié, celui-
ci était interprété sur les processus donc sur une structure déterministe. Nous pro-
posons la sémantique suivante sur les systemes non-déterministes généralisant ainsi
I'interprétation des formules de Mu-calcul quantifié :

Définition 10 (Processus étiquetant)

Un processus étiquetant £ sur A C AP est un processus complet sur A. Pour tout
systeme S =< T, 8,5, t, L > sur T disjoint de A, le produit synchrone S x & est appelé
étiquetage de S par € sur A. L’ensemble des processus étiquetant sur A est noté Laby .

Définition 11 (Sémantique du Mu-calcul quantifié)

La sémantique des quantifications JA interprétées par rapport a un systéme non-
déterministe S =< T,8,s%t,L > et & la fonction de valuation val : Var — P(S)
est:

BAQI = {s € 5|3 =< A, B, ¢/, I >€ Laby, (s,°) € [a] "2 F1y
avec (val x E)(X) =wal(X) x E pour tout X € Var.

La sémantique des formules de QL sur les systemes non-déterministes que nous
proposons est la méme que celle sur les processus. Il faut bien noter que, dans le cas
des systemes non-déterministes, I'étiquetage reste assuré par un processus et donc par
une structure déterministe. Nous verrons dans le paragraphe 3.2.1 'importance de ce
point.

3.1.4 Observation partielle: ajout de O et Loop Mu-calcul quantifié

Dans le cadre d’un probleme de controle avec observation partielle, on effectue une
partition de ’ensemble des événements > en un ensemble d’événements observables 3,
et un ensemble d’événements inobservables 3,,,. La particularité de ces derniers est que
I’on ignore s’ils ont lieu ainsi que leur fréquence le cas échéant.

Le processus étiquetant sous observation partielle le plus simple pour résoudre cette
contrainte boucle sur les événements inobservables. Ainsi, si on est dans dans un état p
pour le systeme a controler et que I’état courant pour le processus étiquetant est g, tous
les états atteignables par un événement inobservable a partir de p seront étiquetés par
produit synchrone grace aux propositions atomiques de ’état g pour lequel on boucle
sur les événements inobservables.

Cependant on ne peut pas exprimer en Mu-calcul quantifié le fait que ’on boucle
sur un état du systeme. On contourne cette difficulté par I'ajout, dans la logique, de
formules atomiques O% (a € ¥) dont la sémantique sur les processus est la suivante :

[0°]5") = {s € 5| t(s,0) = 5}
Remarque : On note par (H* la formule = O%.
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3.2. Trad. d’un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe

On retrouve cette extension dans [AVWO03] ou est définie la logique du Loop Mu-
calcul et dans [Rie03] et [RP03a] avec le Loop Mu-calcul quantifié dont la syntaxe est
la suivante :

Définition 12 (Syntaxe du Loop Mu-calcul quantifié)
L’ensemble des formules du Loop Mu-calcul quantifié sur I' C AP, noté QOLM(I‘) est
défini par la grammaire :
A€ pla | —ar | a1 Vas | B
avec A C AP disjoint de ', 3° est une formule de Loop Mu-calcul sur A, « est une

formule de QL,(I'UA), o et ap formules de QL,(I") et 3 est une formule du Mu-calcul
sur I'.

On remarque que l'on ne peut avoir des boucles que dans la formule 5© qui ca-
ractérise le processus étiquetant.

Définition 13 (Sémantique du Loop Mu-calcul quantifié)

La sémantique des quantifications I[A € (7] interprétées par rapport a un systéme
non-déterministe S =< T, S,s°,t, L > et a la fonction de valuation val : Var — P(9)
est:

[B[A € 801.a]™ = {s € S | 3E =< A, B, &, ¢/, I >€ Laby,
valx E val’
(s.€") € lalgls™ A e € 012"
avec (val x E)(X) =wval(X) x E et val' : Var — P(E) pour tout X € Var.

Comme indiqué précédemment, un probleme de controle est ramené a du model-
checking de formules de Mu-calcul quantifié. Nous définissons donc une fonction de
traduction Tr d’une formule de Mu-calcul quantifié exprimée sur un systeme non-
déterministe S en une formule sur le processus S™ correspondant au systéme non-
déterministe codé grace a la fonction de codage cod. définie dans le paragraphe 2.3.:

3.2 Traduction d’un probleme de contrdle d’un systeme
non-déterministe

3.2.1 Politique du “tout ou rien”

Supposons que le systéme a controler soit dans un état p et que, depuis cet état, il y
ait plusieurs transitions sortantes étiquetées par ’événement a. Nous avons décidé que
I'on devait adopter, vis-a-vis de ces cas de non-déterminisme, une politique du “tout
ou rien”, a savoir, soit on interdit toutes les transitions étiquetées a depuis s, soit on
les autorise toutes. Cette politique semble conforme a I'idée de probleme de controle
ou l'on souhaite avoir un oracle qui définit les événements autorisés a partir de la seule
connaissance de 1"état du systeme.

C’est pour respecter ce principe que 'on impose a ’étiquetage d’un systeme non-
déterministe d “étre déterministe et donc d’étre effectué par un processus.
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Spécifications logiques des probléemes de controle

3.2.2 Conditions supplémentaires dues au codage des systemes non-
déterministes

Le codage des systemes non-déterministes en processus proposé dans le paragraphe
2.3 et récapitulé dans la figure 3.2 s’accompagne de I'ajout d’'une action interne 7. Le
status de cet événement est le suivant :

Fia. 3.2 — Codage des cas de non-déterminisme.

— 7 est incontrolable: on ne peut pas couper les transitions étiquetées par un 7
afin de respecter la politique du “tout ou rien” définie dans le paragraphe 3.2.1.
Si on souhaite empécher I'événement a d’avoir lieu, on synthétise un processus
étiquetant tel qu’on n’ajoutera pas la proposition atomique z, au sommet s inter-
disant ainsi l'acces a tous les a-successeurs de s dans le systéme non-déterministe
initial (les états sq, so et s3);

— 7 est inobservable : on parcourt ’ensemble des a-successeurs de maniere transpa-
rente pour le processus étiquetant.

Ainsi, un probléeme de controle d’un systéeme non-déterministe se réduit en un
probleme de controle d’un processus avec observation partielle car ’action interne 7
introduite par le codage est inobservable.

3.2.3 Traduction des énoncés logiques des problemes de controle

La seule modification, induite par le codage des systemes non-déterministes, con-
cerne les modalités de la forme (a) ¢ qui sont vraies pour les états qui ont un successeur
par 'événement a qui vérifie p. Compte tenu de la fagon dont on traite les cas de non-
déterminisme, ces modalités deviennent vraies pour les états qui ont un successeur par
I’événement a suivi d’une chaine finie de 7 qui vérifie ¢.

Cas des formules de Mu-calcul

Définition 14
Soit ¢ une formule de L, Tr est définie de manicre inductive sur la structure de ¢ :

Tr(T) = T Tr(p) =p

Tr(X) = Tr({a) p1) = (a) (uX. (T) X V Tr(41))
Tr(—p1) = ﬁTr(Sol) Tr(p1 V 2) = Tr(p1) V Tr(p2)
Tr(pX.1(X)) = pX.Tr(p1(X))
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3.2. Trad. d’un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe

Notation : La formule (a) (uX. (7) X V ¢) sera par la suite notée (at*) ¢.
Ainsi, on a: Tr({a) ¢) = (a7™) Tr(p). Sémantiquement, cette notation est correcte
en tenant compte du lemme suivant :

Lemme 1
Soit S un processus quelconque, on a:

[{a) (uX. (1) X V ©)]s [val] ={seS|IneN,3Is:t(s,at™)=5"et s E[[go]][v“l 1.

Démonstration
Par définition, on a:

[{ar >80]][m ={s€S|IneN,3s t(s,at") =" et s’ € [[@]][val}.

Ainsi un état s satisfait (at*) ¢ s’il existe un chemin fini du processus partant de s
(commengant par un a), étant suivi d’une séquence finie de T et atteignant un état
satisfaisant la formule . En logique CTL, ceci s’écrit: EF ¢. Or, d’aprés I’étude de
lexpressivité du Mu-calcul qui figure dans [Rie03], on a:

EFp=pX.\/ s (a) X Vp
Appliqué a notre contexte, ceci donne :

[(aT™) w]]fé’“” = [(a) (uX.(T) X V (p)]][val]

D’ou le résultat énoncé :
[{a) (uX. (1) X V)]s [vall _ ={seS|IneN,3s : t(s,at™) =5 et ' € [[(p]][val .

Lemme 2
Pour toute formule ¢ € L, on a:

Lel5™ = [Tr(o)]s7"

Démonstration B _

On prend S = 71(S) =< [,5,80.1L>etS™ = Tg<(§) =<T,8,s0 7, L >. La preuve
procéde par induction sur .

Etant donné que les processus S et 8™ ne différent que par leur fonction de transition,
on a directement :

[[TI‘(T) g‘)g” = [[T]] [val] = ,§ _ [[T]] [val]
Ol = XY = ey = e
Ml - P - esipell) - B

De plus, avec I’hypothése d’induction [[Tr(gpl)]]‘[gf” = Hgol]]ga”, on a:
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Spécifications logiques des probléemes de controle

[T (-l = [l
5\ [T ]
S\[[ ]]Ual
- el

[Tr(pXoor(XO)EY = [uX Tr(pr (X))] 4
— AV C S| M@ c v
= N{VCS| [l )]][WZV/)QCV}

= X (X))

[T en]ss = [ar*) Tr(en]§"
= {seS |3 :t7(s,ar*) =5 et s € [Tr(p1) [m”}
— {seg\ﬂs’:tT(s,aT)—s et s’ € [p ]]gal}

On distingue deux cas en fonction du nombre de a—successeurs d’un sommet s dans
le processus S (quelques soient I’événement a et le sommet s) :

— cas |Succ(s,a)| < 1:
par construction, t(s,a) = t7(s,a), et
t"(s,at™) = t7(t"(s,a), 7"
= t7(t"(s,a),¢€) car il n’y a pas de T—transition
t7(s,a)
= t(s,a)

— cas |Succ(s,a)| > 1:
s'=1"(s,at*) & FJi:s =t"(s,ar’)
< ¢ € Succ(s,a) par construction de t7 et
étant donné que ST est déterministe
& 8 =1(s,a)
t(

d’ou: t7(s,at™) = t(s,a)

On en déduit finalement :

[Tr({a) ¢1)]s lwall {se€S |3 :t7(s,ar*) =5 et s € o ]][Wl}
= {se€S5|3:t(s,a)=5 et s E[[gp]]val]}
= [{a) ] 5"

Enfin, avec ’hypothése d’induction supplémentaire [Tr(p2) g’fl} = [[902]]‘[93“1], on a:
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3.2. Trad. d’un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe

(1) V Tr(p2)] 4
wﬂ“u<>w
15

[[ [val}

[Tr(er V)] = [Tx

[
- [Tr
= [
= [p1Ve2 ]][Wl

Théoréme 1
Soit S un systéme non-déterministe, pour toute formule ¢ € L, on a:

[e]s™ = [Tr(e)]in

Démonstration N
D’aprés la propriété 1, les systémes S et S = 71(S) sont bisimilaires. Le Mu-calcul
étant invariant par bisimilarité, on a:

[o]e™ = [p] 2

Or, d’aprés le lemme précédent, on a:

e = [Tr(e)] 5"
D’oti:
[els™ = [Tx(o)ls7"

Cas des formules de Mu-calcul quantifié

Le status de 'action 7 induit une traduction non triviale de la quantification aux
propositions atomiques contenues dans le Mu-calcul quantifié. Etant donné que 7 est
inobservable, on impose au processus étiquetant spécifié de boucler sur I’événement .
De plus, comme 7 est aussi incontrolable, on ajoute z, & tous les sommets afin de ne
jamais interdire cet événement.

Définition 15

Soit ¢ une formule de QL,,, Tr est définie de maniere inductive sur la structure de ¢ :
Tr(3X.o) = 3IX U {x;} € Loop(7).Tr(«)
Tr(=¢1) = = Tr(ep1)

Tr(p1 V p2) = Tr(p1) V Tr(p2)
avec Loop(T) = AG(z: N O7).

Si ¢ est une formule de Mu-calcul, on se réfere a la fonction de traduction définie
pour les formules de Mu-calcul.

Complezité : La taille de la formule n’est pas modifiée par la transformation Tr:
Tr(p)] = O(lel)-
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Spécifications logiques des probléemes de controle

Pour ce qui est dans la classe Loop(7) du processus étiquetant, la formule qui la ca-
ractérise ne dépend ni de S, ni de ¢ et est constante, sa taille est donc en O(1).

Il faut noter que 'on demande a tous les états du processus étiquetant de boucler
sur 7 et d’avoir la proposition atomique x,.. Ainsi les transitions étiquetées par 7 sont
toujours autorisées dans le processus étiqueté. Considérons le cas suivant :

Fia. 3.3 — Processus codant un systéme non-déterministe.

Par produit synchrone, la proposition atomique z, appartiendra a L(s;) et L(s2)
autorisant ainsi la T-transition sortante des états s; et s9 mais 1’acces a ces a-successeurs
de s dans le systeme non-déterministe initial sera conditionné par la présence ou non
de z, en amont, dans L(s).

Avant de prouver la correction de la fonction de traduction définie en 15, nous
allons étudier la correspondance entre le processus étiquetant solution d’un probleme
de controle sur un systeme non-déterministe et le processus étiquetant solution du
probleme de controle d’un processus correspondant au systéme déterministe codé :

Définition 16
Soit £° un processus étiquetant appartenant a Loop(7), par application de la fonction
bijective I, on obtient de la fagon suivante le processus étiquetant £ = [(£°) :

— pour tout état s, siteo(s,a) = s et a # 7 alors te(s,a) = s ;
— pour tout état s, Le(s) = Lgo (s) \ {z}

Remarque : Si £° est un processus étiquetant sur X U {x,} alors £ est un processus
étiquetant sur X. De maniére condensée, la signature de [ est donc:

I+ Labx s,y € Loop(T) — Labx

Propriété 4
La fonction [ vérifie la propriété suivante :
1(EC x EO)=1(EC) x I(EP) =& x &

Démonstration

Soient £° =< X U{x,}, B, teo, Lo > et £C =< X U{x,},E',é° tgs, Lgio >, on
pose Sy etSs respectivement les processus [(EC x £'C) et 1(EX) x 1(£'°). Prouvons que
S1 etSy sont identiques :
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3.2. Trad. d’un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe

D’abord, S; etSy ont le méme ensemble d’états inclus dans E x E’ et le méme état
initial (e, €7).
De méme, par produit synchrone, pour tout état (e,€') des processus S; et Sa,
I'ensemble des propositions atomiques associé est: (Lgo (€) U Leio (€')) \ {z+}.
Enfin pour la fonction de transition, on a (avec a # T):
ts,((e1,€]),a) = (€2,¢5) & tyeoy(er,a) = eg et tyeoy(€],a) = €
& teo(er,a) =€ et teo(e1,7) = €1
et tero (€h,a) = € et teo (€),7) = €}
< tgoxeo ((61’ 6/1)’ a) = (62’ 6,2)
et teo g0 ((617 6/1)7 T) - (617 6/1)
g t51((61’ 6/1)’a) = (62’ 6,2)
Donc Sy et Sy ont la méme fonction de transition et les processus [(EC x £'C) et
1(EC) x (") sont identiques.

%

Pour prouver la correction de la traduction proposée dans la définition 15, on utilise
la propriété suivante :

Propriété 5 (Equivalence des solutions)

£ € Loop(T)N Labx ., est un processus étiquetant pour le processus 8™ = cod(S)
et pour la sentence Tr(a) € QPL, si et seulement si & = I(EC) est un processus
étiquetant sur X pour le systeme non-déterministe S et la sentence o € QL.

Pour prouver la proposition précédente, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3
Les processus cod-(S) x £° et cod-(S x ) sont bisimilaires.

Démonstration
D’apreés la proposition 3, on a:

— d’une part: cod- (S x £) TSye <
— et d’autre part: cod<(S) & T] _
ce qui est équivaut a: cod-(S) x E° & TS . X £O°.

Montrons que Tg, o _ < T& _ x E° (en fait ces arbres sont isomorphes) :
Soit last(stateseq(w, T)) le dernier état de T atteint aprés I'exécution de la séquence

we (XU{r})*.Ona:
last(stateseq(w, Tg ¢ ) = (8 tgo (¢, w))
avec s' I'état tel que 3’(87@ =17 (5%, w)
On vérifie ce résultat par récurrence sur la longueur |w| de w :
— cas |w|=0:
D’une part: last(stateseq(e, TS, o ) = (59, €Y

D’autre part: t7(s%,¢) = s0 =0 et teo (e €)) = €
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Spécifications logiques des probléemes de controle

cas |w| >0:
supposons que le résultat soit vrai pour tout |w| < k. On consideére les cas ou
w' = wb (avec b # 1) et w = wr:
— cas w' = wb (avec b # 1)
D'une part : last(stateseq(wb, T§, ¢ ) = (t(s',), te(teo (€, w), D)
D’autre part :
tT(s’(sya), b) = t(s,0) par définition de t™ et t
tgo (eo,wb) = tgo (tgo (Eo’w)’b)
= te(tgo (e, w),b)  carb# T et que £ et E
ne différent que par des boucles de T
— cas w' = wr
Nécessairement, par codage, w' = wr = vbr'.7. Comme |v| < |w'|, on a:
last(stateseq(v, T, ¢ ) = (8, teo (¢, 0))
avec s’(s o) = t7(s%,v)
Dans S, depuis s', on tire un b; par codage et compte tenu de la séquence
de 7, on arrive dans I’état, successeur d’ordre i dans Succ(s',b).
Dans &, on ne voit la séquence de 7, on arrive dans I'état tg(tgo (€9, v),b).

De plus:
t7(s%,vbrtT) = t7(t7(s%,v),b7.7)
- tT(st,a)’ bri.T)
= Si(s’,b)
avec s; le successeur d’ordre i dans Succ(s',b).
Enfin:
teo (9, 0b78.7) = teo (€9, vb) car E° boucle sur les T

= lgo (tfo (60,’[)),[))
= te(teo(,v),b)  carb#T
Ainsi, on a:
last(stateseq(w, Tq, ¢ ) = (s, teo(?,w))
avec s' I'état tel que 3’(87@ =17 (5%, w)
= (last(stateseq(w,TE _)), teo (€2, w))
d’aprés la démonstration de la prop. 3

par définition du produit synchrone, ces couples sont le résultat du produit cartésien
des états de Ts < et E° d'ot: TE, o - =TZ _xE et donc: cod<(SxE) & cod (S)xEC.

%

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 5.

Démonstration
On souhaite démontrer que ST x £° |= Tr(a) si et seulement si S x £ |= .. On procéde
par induction sur la structure de o € QL.

— si a est une formule du Mu-calcul pur :
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3.2. Trad. d’un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe

[[@Hfé’i@ = [[Tlf(go)]];g;l]< (sxg)  daprésleth. 1
[Tr(e)]g) vy = (M@ 5)eo  car code(S x €) = cod(S) x £°

d’aprés le lemme 3

1] [val]
d’ot [[ ]];ig - [[ ( )]];;ng)xgo
— cas de la quantification o = 3X'.d/

STxEOETr(3X'.o/) & S8 x&° E3IX'U{x,} € Loop(T). Tr(a)
& 3O e LabX/U{x-r} :
(8T x E9) x EO &= Tr(a/) A E® = Loop(T)
& S x (89 x £°) E Tr(d)
A E'° = Loop(T) et,
par hypothése, £ |= Loop(T)
& ST x(E9 xEC)ETr(d) A EC x £ = Loop(t)
par définition du produit synchrone
SXIUEO xEO) o
d’aprés I’hypothése d’induction

3

& SxIUEY) xI(EP) = o d’aprés la prop. 4
& SxExEEL

= 35/€LabX/:(SX5)X5/):O/

& SxEEIX

— Les cas de la négation o = —aq et de la disjonction o = a1 V o sont évidents.

¢

Compte tenu de la propriété 5, nous pouvons démontrer la correction de la traduc-
tion des formules de Mu-calcul quantifié proposée précédemment :

Théoréme 2
Soit S un systéme non-déterministe, pour toute formule ¢ € QL,,, on a:

[els™) = [T s,

Démonstration
On procede par induction sur la structure de ¢ € QL. Examinons le cas de la quanti-

fication : s € |ajs E
[3X. ]][Wl = {s€8:3€ € Labx, (s,°) € ]][vxlgx ]} [valx E]
vat x

= {S(ra) € S 3O € Labxu(a,}s (S(ray €©) € [Tr(a)]gr e
avec E° = Loop(T)}

= [3X u{z;} € Loop(t). Tr(a)]g [vall

Les autres cas sont évidents, ils se déduisent directement en revenant a la définition
de la sémantique de la logique et en utilisant I’hypothése d’induction.

%

29



Spécifications logiques des probléemes de controle

3.2.4 Décidabilité d’un probleme de controle d’un systéme non-déter-
ministe

A partir des travaux de [Rie03] sur le model-checking des formules de Loop Mu-
calcul quantifié, on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3
Les problémes de controle d’un systéme non-déterministe exprimés en Mu-calcul quan-
tifié sont décidables.

Démonstration

Nous avons précédemment vu qu’un probléme de contréle d’un systéme non-détermi-
niste se réduit en un probléme de model-checking d’une formule de Loop Mu-calcul
quantifié. Dans [Rie03] est énoncé un théoréeme sur la décidabilité de ce probléme :
[Rie03] se place dans le fragment des sentences de QOLH appelé Q"*L,, ou la sous-
expression [A € 60] avec 3° € Lg caractérisant le processus étiquetant se décompose
en la conjonction d’une sentence 3 € Ly, et d’une sentence 0bs(X,) = AG(/ g5, O").-

Les formules produites par la fonction de traduction Tr s’inscrivent bien dans ce
fragment en prenant ' = AG(z,) et ¥, =3\ {7}.

Ensuite, [Rie03] définit la forme normale des sentences de Q"™5L,, sous laquelle
toutes les sentences de Q" L,, peuvent étre mises:

Q1[A € By AObs(E1)].Qa]A € By AObs(X2)]. ... .Qu[A € B, A Obs(X2)].8

avec Q; € {3,V},n>1et:

— Vi, X £ 0 ‘ '

— pour 1 <i<n, si Q; = Qi1 alors on n’a pas ¥4 C X

[Rie03] établit que le model-checking des sentences de Q"SL,, est décidable lorsque :

/ »lcy2c.. cyn '

Etant donné que T est le seul événement inobservable, X! = ¥\ {7} pour tout i et
donc les probléemes de contréles d’un systéme non-déterministe sont décidables.

%

3.2.5 Récapitulatif: la démarche a suivre

Dans cette section, nous avons démontré la correction de la démarche suivante qui
permet de résoudre un probléme de contréle d’un systéme non-déterministe S spécifié
par la formule de Mu-calcul quantifié 3X.p:

1. convertir le systeme non-déterministe S en processus S” grace a la fonction de

codage cod ;

2. transformer 1’énoncé logique du probleme de controle 3X.¢ grace a la fonction

Tr;

3. résoudre le probleme de controle d’un processus S7 = Tr(3X.¢) (cf. [Rie03]); on
obtient un processus étiquetant £° ;

4. appliquer I & £° pour obtenir le processus étiquetant £ solution au probleme de

controle 3X.p d’'un systéme non-déterministe S.
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Chapitre 4

Autre approche: utilisation des
événements indistinguables

Dans cette section, nous proposons une autre facon de coder les systémes détermi-
nistes en processus basée sur un renommage des événements possibles du systeme.

On introduit, de plus, un nouvel élément dans notre logique: le principe des é-
vénements indistinguables présent dans [ABWO03]. Cette extension permet d’exprimer
le fait que le contréleur (ou le processus étiquetant) ne sache pas différencier deux
événements a et b lorsqu’ils ont lieu dans le systeme. En d’autres mots, on désire que,
indépendamment du fait que ce soit 1"événement a ou b qui ait lieu, le controleur ait
le méme comportement. Cette propriété n’étant pas exprimable en Mu-calcul puis-
qu’elle n’est pas invariante par bisimulation, [ABWO03] introduisent pour toute paire
d’événements (a,b) un symbole propositionnel ||, ; dont la sémantique sur un proces-
sus S =<T,8,s% t, L > est la suivante:

[apls ={s e S|sit(s,a) =5 et t(s,b) =" alors ' = 5"}

Dans cette partie nous allons dans un premier temps définir un codage des systemes
en processus par renommage des événements du systeme puis nous définirons les événe-
ments indistinguables du processus ainsi codé comme contrainte additionnelle de notre
probleme de controle.

4.1 Codage des systemes non-déterministe en processus

On effectue un renommage des événements du systeme en apposant a l'étiquette de
la transition ’état de destination. Ce principe est représenté dans la figure 4.1 suivante,
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Autre approche: utilisation des événements indistinguables

dans le cas d’un non-déterminisme en a.

Fia. 4.1 — Déterminisation par renommage.

Ensuite, on considérera que les événements (a, s1), (a,s2) et (a,s3) sont indistin-
guables pour le processus étiquetant. Ainsi une politique de controle unique sera décidée
pour I'ensemble des a-transitions issues de s dans le systeme non-déterministe initial.

Le systeme obtenu est déterministe (ie. est un processus). Par la suite, on notera

codg cette transformation et S le processus obtenu sur I’ensemble d’événements Y C
xS,

Complexité : pour évaluer la complexité de cods on considere la taille du systeme.
Le nombre d’états du processus obtenu est égal au nombre d’état du systeme non-
déterministe initial donc:

S| = 0(1S)).

4.2 Traduction des énoncés logiques des problemes de con-
trole

Comme dans le paragraphe 3.2.3, on définit une fonction de traduction Trg permet-
tant de passer de I’énoncé d’un probléme de controle d’un systeme non-déterministe S a
un probléeme de controle d’'un processus S = cods(S). On considérera, dans un premier
temps, le cas des formules de Mu-calcul. Ensuite, nous verrons celui des formules de
Mu-calcul quantifié. La logique cible sera alors le QuLM, une extension du Mu-calcul
comprenant 'opérateur de quantification 3 et les propositions atomiques du type [[4.

Définition 17
Soit ¢ une formule de L, Trs est définie de maniére inductive sur la structure de ¢ :

TI‘S( ) Trg(p) =P

Trs(X) = Trs((a) p1) =V, ((a,5:)) Trs(e1))
Trs(—p1) = ﬂTfs(%) Trs(p1 V g2) = Trs(e1) V Trs(p2)
Trs(pX.p1(X)) = pX. Trs(p1(X))

Le théoreme suivant énonce la correction de la fonction de traduction Trg proposée :
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4.2. Traduction des énoncés logiques des problémes de controle

Théoréme 4
Soit S un systéme non-déterministe, pour toute formule ¢ € L, on a:

o] = [[Trg(w)ﬂﬁz{]s@)

Démonstration
La seule traduction non-triviale concerne la modalité (a) p. Par la fonction de codage
cods ona: {s;€S|s;€t(s,a)} ={s; €8S |s;€t(s,(a,s;))} doit le résultat énoncé.
¢
Pour les formules de Mu-calcul quantifié, la seule difficulté concerne l'opérateur
de quantification. On souhaite que le processus étiquetant ne traite pas de maniere
différente les événements que nous avons désignés comme étant non-distinguables. On

pose IS = [/\aEE /\i,j u(d,Si),(a,S‘j)] :

Définition 18
Soit ¢ une formule de QL,,, Trs est définie de maniére inductive sur la structure de @ :

Trs(3X.a) = 3X € Is.Trs(a)
Trs(—¢1) = ~Trs(e1)
Trs(p1V p2) = Trs(p1) V Trs(p2)
en posant X = {z, | a € £} et X = {zz | a € 5}.

Si ¢ est une formule de Mu-calcul, on se réfere a la fonction de traduction définie
pour les formules de Mu-calcul.

Complezité : La taille de la formule est modifiée par la transformation Trgs dans le
cas d’une modalité de type “diamant” (a). Compte tenu de la fonction de codage cods,
la longueur de la formule est proportionnelle a la taille du systéeme non-déterministe
initial :

Trs(e)] = Olg] x |]).
Pour ce qui est de la classe Is du processus étiquetant, la taille de la formule qui la
caractérise est en:

O(ISI* x |Z])

Définition 19

Soit €| un processus étiquetant appartenant a Is, par application de la fonction bi-
jective ls, on regroupe les (a, s;)-transitions en a-transitions afin d’obtenir le processus
étiquetant € = Is(&))) :

pour tout couple d’états (r,s) € S x S, sitg, (r,(a,s;)) = s alors te(r,a) = s;

Remarque : Si £ est un processus étiquetant de Labg N Is alors £ est un processus
étiquetant de Labyx.

Propriété 6
La fonction lg vérifie la propriété suivante :
lg(gu X 511) = lg(gu) X lg(gil) =ExE&.
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Autre approche: utilisation des événements indistinguables

Démonstration
Soient £ =< X’,E, eo,tgu,Lgu > et Eil =< X’,E’,e’o,t%,L% >, on pose S1 etSy
respectivement les processus ls(€) x £])) et ls(&))) x Is(E])). Prouvons que Sy etSs
sont identiques :
D’abord, S; etS; ont le méme ensemble d’états inclus dans E x E' et le méme état
initial (e, €°).
De méme, par produit synchrone, pour tout état (e,€) des processus S et Sa,
I'ensemble des propositions atomiques associé est: Lg (€) U Ley (€.
Enfin pour la fonction de transition, on a (avec a # T):
ts,((e1,€1),a) = (e2,€5) & tye(€1,a) = € et tygy )(€),a) = €
& te(e1,(a,8)) =€ et te, (€, (a,s;)) = ¢€,
Y(a,s;) € &
S teyxey (e, €1), (a,51) = (e2,€9)
V(a,s;) € X
Ag tSl((elv 6/1)7a) = (627 6/2)
Donc 8; et Sy ont la méme fonction de transition et les processus (€] x Sil) et
(&) x I(&])) sont identiques.
¢

Lemme 4
Les processus cods(S x &) et cods(S) x €| sont identiques.

Démonstration
Les processus cods(S x £) et cods(S) x &|| ont le méme ensemble d’états inclus dans
S x E, le méme état initial (s, %) et chaque état a le méme ensemble de propositions
atomiques.

Pour la fonction de transition, on a d’une part, pour le processus cods(S) x &y :

t((sv 6)7 (a, Sl)) = (?(Sv (av Si))v tgu (67 (av SZ)))
= (t(S, a)7 tgu (67 (av SZ)))

D’autre part, pour le processus cods(S x £), on a:

?((8, 6)7 (a, (Siv EZ))) = t$><5((37 6)7 a) = (si, ei)'

or:tsxe((s,€),a) = (t(s,a),te(e,a))

Par définition de ls, on atg(e,a) = te (¢, (a,s;)) donc cods(S x €) et cods(S) x &)
ont la méme fonction de transition et sont identiques.

¢

Comme pour la propriété 5, la propriété suivante énonce un critere de correction
pour la traduction des énoncés logiques proposée dans la définition 18.

Propriété 7 (Equivalence des solutions)

&) € IsN Labg est un processus étiquetant pour le processus S = cods(S) et pour la
sentence Trs(a) € QOL,, si et seulement si & = Is(£))) est un processus étiquetant sur
X pour le systéme non-déterministe S et la sentence o € QL.
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Démonstration

La démonstration de cette propriété est similaire a celle de la propriété 5: on procede
par induction sur la structure de a. Si «v est une formule du Mu-calcul pur, on conclue
a l'aide du lemme 4 et du théoréme 4. Pour le cas ot « est de la forme 3X.o/, on utilise
la définition de ls et la propriété 6.

¢

Théoréeme 5
Soit S un systéme non-déterministe, pour toute formule ¢ € QL,,, on a:

o] = [[Trs(@)]]([:iccll{]s(s)

Démonstration

La démonstration de ce théoréme est similaire a celle du théoreme 2 qui utilise le
résultat de la propriété 5: on procéde par induction sur la structure de « et on utilise
la propriété 7 pour conclure dans le cas de la quantification 3X.c.

%

Dans cette section, nous avons vu une seconde fagon d’envisager la réduction d’un
probleme de controle d’un systeme non-déterministe en un probléeme de controle d’un
processus basée sur les travaux de [ABWO03]. Nous proposons, dans une ultime partie, de
comparer ces deux approches en terme de complexité ce qui présentera les inconvénients
de cette seconde approche.
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié deux réductions possibles d’un probleme de
controle 3X.p d’un systeme non-déterministe S en un probleme de controle d’un pro-
cessus :

1. la premiere approche se base sur un codage cod- des systemes non-déterministes
en processus utilisant un dépliage restreint du systéme puis 'ajout d’'une nouvelle
action 7 inobservable et incontrélable pour régler les cas de non-déterminisme.
La fonction de traduction Tr permet de convertir I’énoncé en Mu-calcul quantifié
du probleme de controle.

Le probleme de controle P: S = 3X.p se réduit alors en un probleme de controle
Py :cod(S) = IXU{z,} € Loop(T).Tr(p). L’algorithme de syntheése d’un proces-
sus étiquetant permet de résoudre P; (cf. [Rie03]). On obtient une solution pour
P a partir de la solution de P; grace a la fonction [ qui supprime les boucles de 7 ;

2. la seconde approche se base sur une fonction de codage cods qui exploite un
renommage des événements du systeme afin de résoudre les cas de non-détermi-
nisme.

Le probléme de contréle P: S = 3X.p se réduit alors en un probléme de contréle
Py cods(S) = 3X . Trs(p).

Comme précédemment, la fonction [s permet d’établir une correspondance entre
les solutions des problemes de controle P et Py en regroupant les a-transitions
que 'on avait renommées.

Comparons ces deux approches en terme de complexité. On a déja vu au cours de
ce rapport que:

Réduction en P; | Réduction en Py
Fonction de codage en processus O(|S]? x |%]) O(|S))
Traduction des énoncés logiques de QL,, O(le]) O(|S] x |¢l)
Classe du processus étiquetant O(1) O(|S]* x %)
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Conclusion

La démarche générale pour synthétiser un processus étiquetant pour la formule
R = 3X € ¢.¢ est la suivante (cf. [Rie03]):

— on construit 'automate alternant A, équivalent a ¢ (cf. [Wal01]);

— on construit I'automate alternant Ag,/R A Ay, (cf. le quotient d’'un automate par
un processus dans [AVWO03]) ;

— on construit un automate non-déterministe .4 a partir de 'automate alternant
Ag/R N Ay (théoréme de simulation, cf. [EJ91] et [MS95]) ;

— on calcule un modele de 'automate non-déterministe A4 en recherchant une stra-
tégie gagnante dans le jeu de parité G(A) associé a A (théoreme de vacuité des
automates non-déterministes, cf. [AVWO03]).

D’un point de vue complexité, [AVWO03] indique que la taille de 'automate non-
déterministe A équivalent & automate alternant Ag/R A Ay est |R| x 20(m-leg(m)
avec m = | Ag| + [Ay| = |¢] + [¢].

Appliqué a notre contexte, ceci donne:

— Réduction de P en Py:  O(|S]2|] x 200m-109(m)) ayec m = |¢|

— Réduction de P en Py:  O(|S] x 200m-leg(m))y avec m = |S||¢| + |S|?|2]

Ainsi, en dépit du fait que la taille du systéme non-déterministe croisse de maniere
polynomiale lors du codage en processus, la premiere réduction proposée a un cott
moindre lorsque I'on considere la recherche de solution puisqu’elle est polynomiale en la
taille du systéme non-déterministe initial (alors que la réduction en Ps est exponentielle
pour la recherche de solution).

Pour finir, une extension envisageable de ces travaux concerne les problemes de
controle sous observation partielle. Ces derniers peuvent étre spécifiés dans la logique
du Loop Mu-calcul quantifié (cf. [RP03a]). Il faudrait alors définir, & I'image de ce qui
a été fait pour les formules de Mu-calcul quantifié, une sémantique de la logique pour
les systemes non-déterministes et une fonction de traduction qui prenne en compte les
classes des controleurs spécifiés. De notre point de vue, cet extension ne pose pas de
probléme particulier.
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